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　　　　　　　　　　　　　　of　Fluid　Motion
Masaharu　KATAoKA
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SYNOPSIS
　　The　author　has　observed　that　Prandtl’s　boundary　layer　theory　has　a　defect　due　to　the
fact　tha†Navier－Stokes’equation　are　derived　from　the　assumpsion　on　smaUness　of　rate　of
deformation．　Therefore，　the　author　generalizes　equations　of　the　fluid　motion，　using　most
general　relatiQns　between　the　streεs　and　the　rate　of　deformation　and　reduces　them　into　zero－
dimensional　forms　in　order　to　show　the　effects　of　Reynold’s　number　and　Mach’s　number．
　　Putting　Mach’s　number　equal　to　some　power　of　the　depth　of　boundary　layerッ1，　expanding
the　velocity　components，　the　pressure　and　coe伍cientsμ1　andμ2　into　power　series　ofッ1，　and
compar｝ng　coeMcients　of　the　same　power　of，1、　the　author　gets　a　system　of　ditterential　equa－
tions　which　can　be　solved　if　either　of　the　velocity　components　is　given．
　　From　the　results　obtained，　the　author　can　explain　the　effect　of　compressibility　by　increasing
Mach’s　number　and　the　mechanism　of　generation　of　turbulent　flow．
　1．緒　　　言
　Prandtlは粘性流体の運動では粘性の影響は物体表
面の薄い境界層内に限るとし境界層の厚さの小さいこ
とを利用して境界層流体運動方程式を導き出した。1）
実験的には境界層の境界を画然と決定出来るのにニユ
ートン流体を基礎とするナビヤ・ストークスの流体運
動方程式では境界層の境界条件を満すことが出来な
い。そこで撹界層流体運動方程式は境界層の70・－SO％
の範囲で成立しその外では漸近的に無限遠における値
に近づくものとして取扱われている。層流以外の流に
対しては大部分が境界層流体運動方程式を利用せず他
の方法で求めた方程式を使用して問題を解いているも
のが多い。2）流体を層流，乱流，非圧縮性流体，圧縮
性流体などに区別して取扱つているがその間の関係に
ついて判然としないところがある。
　これらのことから微小変位に対するフックの法則に
基くナビア・ストークスの流体運動方程式の適用範囲
に疑問を持つようになつた。
　そこで一般化した応力と歪率との関係から流体運動
方程式を導き出した。レイノルズ数，マツハ数の影響
を考慮するためこれを零ヂメンショソの方程式に直し
式中にレイノルズ数，マツハ数が明かに入つてくるよ
うにした。マツハ数を境界層の厚さのベキ数で表わ
し，いろいろのマツハ数に対し速度，圧力，応力と歪
率との関係を求めた。その結果音速以下の流に対し，
マツハ数の影響に考慮を払うだけで適当に仮定した境
界層内の一つの速度成分の速度分布，一般化した流体
運動方程式を使用して問題を解くことが出来るように
なつた。音速以上の流に対しても同様に取扱うことが
出来る。これにより圧縮性の影響，乱流の成因を明か
にすることが出来た。既に報告した報告中3）の数値の
示すよ5にニユートン流体を実際の粘性流体の近似と
見倣し得る範囲は非常に小さいマツハ数の間に限られ
る。
　2．流体運動方程式の一般化
　ay平面上の2次元流の場合を考える。　tを時間，ρ
を密度，U，VをX，y方向の分速度，　Fx，F〃を偽ッ方
向の分力，τxx，τ・JX，　TXY，τyyを応力とすれば連続およ
び流体運動方程式は
　　　　　　審＋∂窪）＋∂毅）一・
　　　　岳・・の一Fx・∠審＋鋤・
　　　　暑（・嘱・㌘＋物
で表わされる。
（1）
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今μを粘性係数，Pt1＝＝μ1（x，　y，　t），μ2＝μ2（x，　y，　t）と
し応力と歪率との関係を
τ鋤＿．二型L＿＿＿一一F！t　　　　　τyx
・｛鑑一 ?w・（∂u∂v∂ツ十∂x）・（｛窪＋｛鑑）
　　＝μ1，
　　τx．z’2　　　　　　　　　τ1／lll2
・傷＋｛鎧）一・傷＋晋）＝＝　Pt2，
　　　τxx＝－」ク十2τxxl十τxx2＝－P
　　　　　・・｛・μ1募…傷・寄）｝・
　　　τ四＝ラ＋2τyy・＋ryy・＝－P
　　　　・・｛・・1寄・仰傷・寄）｝，
　　　・x・・＝＝・v…＝・…（暫・器〉
のように一般化する。特にPt1＝1，μ2＝－2／3のときは
ニユートン流体の場合に対応する。αを音速とし
霧一・／…彩一纏一誓／・・，器一農／・2s
　　募一筈／・・
であることを考慮して上の関係を流体運動方程式に代
入すれぽ
　　・傷＋寄）一一（｛診＋鵜＋愕）／a2，
・（∂u　　∂u　　∂u∂t＋㍑蕊＋刀可）・イ｛診・・｛豊＋・｛診）／a2
　＋蕊一＆＋μ｛μ1（∂2u　　∂2u∂x2十∂y2）
・（μ1十μ2）妾（嘉・霊）・・絵農
・筈（｛幾＋劉＋絵傷・｛窪）｝・
・（∂Zl　　　　∂・ひ　　　　∂1ひ∂彦＋u∂x＋VOj）＋・（誓＋愕＋聯）／・・
＋劣一F・＋・・　（・・i（∂2・v　∂2v∂x2十∂ツ2）
＋（μ1十μ2）音傷＋｛鑑）＋・筈寄
＋艦（∂u∂’vOy＋∂x）＋筈傷＋留）｝
となる。
　ρb，lbbを境界層の境界における密度および圧力，　V
を物体運動の速さ，Lを物体のある特定の長さとし
　tt＝x／L・ヅry／五，　tt＝Vt／L，　u’＝u／　V，　wt＝’v／　V，
P’＝P／（ργ2），Pb’；Pb／（ρbγ2）ゆ＝P一ρひ，
ρ’＝P／（ρV2）・Fx’＝F・／（ρV2L），　F・J’・・＝・Fy／（ρV・L），
　R＝ρレ：乙／μ，ルf＝レ7α，ルfb＝レ7αb
と置き上の方程式を零ヂメソション化する。
審一・喋・V・潔磯一・V・器／・
・櫛’R
であるから
　　　　　髪一ρy・／1／［L（1－M・P・）］
となる。同様にして
となる。
募一…豊／【・（1一llf『P’）L
暫一・y・蕃／［L（1－M『P，）］．
絵一・・y・讐／［・（・一姻
募一・v・幕／L＋v・號惚・募）
　　一・砕募／L＋鞠yワ霧／
　　【L（1一MblPb’）1＋櫛’募
であるから
募一…｛筈・M2（・・／・）鵡’、
（1一脇『ρb’）｝／［L（・一岬）］
となり
募一…｛（・・／・）鷺1／（1一勘・り
　　＋蔑；｝／［（・一岬）1
となる。
　これらを上の方程式を代入し零ヂメンシヨソの量を
表わすダッシユを省略すれば
器・舞一M・（審・・艦・聯）／（レM・P）・
寄＋鵜＋聯＋M・u（霧＋π裟＋・・x°多）／
　　（・－M・P）＋｛（ρb／・潔／（・－M…Pb）＋－1／t｝／
　　（1－M・P）－F・＋［μ1（窪＋調
　　一（・・＋・・）券｛M・（雀＋〃器・聯）／
（2）
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　　・1－M・・）｝・聖券瓢驚・器）
　　一昭薯（霧一＋・磯i＋τ｛窓）／（1－M・P）］／・｛）
寄＋鵜÷聯＋M・v（霧・・99－・聯）／
　　（・－M・P）＋｛珍／（1－M・）－F・J
　　＋［Pt1（∂2v　　∂2v∂．r2十∂ツ2）一（Pt・＋Pt2）音
　　｛確僻・禮・聯）／（・－M・i））｝
　　＋2筈｛鑑＋薯（∂u　　∂v∂ツ十∂x）
　　一確筈（並＋π並＋τ璽∂t∂x∂ツ）／（1－M・P）］／R
となる。
　任意の形の物体に対してはこれに応ずる直交曲線座
標で上の方程式を表わさなければいけない。こXでは
簡単のため上の方程式が利用出来る平板が迎角0°で
流体中を運動する場合を考える。層流の場合の境界層
の厚さを夕（x），乱流の場合の境界層の厚さを夕（x，t）
とする。Ylはラ（1）あるいはN（1，0）を表わすものと
すればマッハ数Mは速さVによりY1のあるべき数
に等しいものと置くことが出来る。u，　w，P，μ1，μ2を
偽η＝y／夕の関数と考えこれをY、のべき級数に展開す
る。ツ16あるいはッ17を省略し得る微小量とすれば有
限項のべき級数となる。これを上の方程式に代入しマ
ツハ数の場所による変化を考慮に入れないものとす
る。ylSの係数を等置すれば種々のマツハ数に対し次
のような微分方程式が得られる。
3．M＝Y12の場合
　U＝U・＋ツ、2π2＋y］4U4，　W＝：Ytτノ1＋ツ13刀3＋ツ1575，
P＝ツ12ρ2＋bl、‘P、，μ1＝μ1。＋ツ、2μ12＋S，14Ft　14，
・・／・一・，幕一…x一塞／夕
としYr6の大さを省略すれぽ
　　　　　　　　讐一夕寄・X／bl，・
毒（　　　∂u。Pl°∂η）一一畑寄（殉ズ樋）・
驚一（弗・・響需・鵡鵬・X／o・・）／
嚇）・舞（5・・…x…－Wi）・
　　　　　　　勢一跨・x／・，・
島（　　∂Uoμ12∂η）一一研陣』（留・X／・・
一（　　∂κ2　　∂Uo”・∂η＋’v3∂η）｝〆ンー惚一＋鶉・x）］
一〔・1・［働＋Y2｛券脚・聯・・
（　　　　dXx2－－　　　　dx）｝岡・塀響傷躍屏
・鴇゜（寄一鶏・棚・
誇一〔咽薇x・＋舞・（x・－ft）｝／
Yl・＋
煤n…2券・・（旦拠∂’v3＋旦塑∂w・　∂η　　∂η　　　∂η　　∂η）
・y｛．暢゜（寄一鶏・xの
・鴇2留｝・祠／（煽
・車寄・鴫）・x・yt－∂（VIV3∂η）・
　　　　　　　寄一跨・X／・，・
言（　　　∂Uoμ14∂η）一一・ヲ〔・・［y（∂（拶・）＋晩寄）・
・x／o・・一i・・留…舞…舞）］／夕
一（籍・鴇・x）〕一［・…［襟・鋭券・・X・
・寄・（　　　　dXX2－－　　　　dx）｝／刈・・12［鐸
・N2o雑x・＋寄・（　　dXx2一石）岡
・2Y2
i∂μ・・∂U・＋∂μ12∂U・∂η　　∂η　　　∂η　　∂η）・・X・／・r1・
・寄c誇う寄・xの
・鵠2（寄一ラ傷・棚
となる。
4．M＝y・3’2の場合
　U＝U。＋ツ、2U2＋ツ、4U4，　V＝bllVI＋y13V3＋ツ、5VS．
P＝ツ、『P2＋ッ1『ρ、，μ、＝μ、。＋ツ12μ12＋ツ・4μ・4，
・・／・－1＋癌1霧一・
とすれば同様にして
　　　　　　　　傷一夕」誇・X／o…
　　考（　　∂Uoμlo∂η）一一師寄（Y・…x／orl－Vi）・
（3）
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需一（…誓多1＋2∂纏1＋夕鴇劣゜ηXZ）／
　　　　　　　∂Vl　　　　　　　　　（51z60ηXたソ1－Vl），（RyiN）＋　　　　　　　∂η
　　　　　　・寄一ラ寄・Xtv，・
＆（　　　∂Uott12∂η）一一唾｛ラ撃・X／・・
　　　一（・1寄・鵡）｝／夕一偽・鴇・x）］
　　　一〔・偽・＋Y2｛静・・X・＋寄・・
　　　（　　　dXX2－－　　　dx）｝／’、Yi・］・…㍗狩鋤2
　　　＋寄（寄一鶏∂刃の〕・
寄一〔…レ・｛箒’η・X・鵬1η（X・一餐）｝／
　　　・・2＋券］・・12券
　　　＋2（∂繍3＋∂雑’）＋5，｛寄・
　　　（留一聯・勾・1鵬2寄｝・嗣／
　　　（Ror，ラ）・y（・・寄・磯）・x価一響】・
　　　　　　　o　　寄一嶋穿・x・・，・
＆（　　　∂Uoμ14∂η）一一・夕・（yt［・（ρ響・鵡〉
　　　・期一（・・寄＋・・寄＋・・寄）］／夕
　　　一偽・驚・x）〕一〔・1惚
　　　・ヲ降躍・寄・（　　dXX2－－　　　dx）｝／・11・］
　　　・・12降・・2｛襟躍・寄・・
　　　（　　　　dXX2－－　　　　dx）｝／・・2］
　　　・勿・（∂μ・・∂”・＋aA・2∂U・∂η　　∂η　　　∂η　　∂η）r・・x・／・，・
　　　・顎舞一聯祠
　　　・寄（寄一鵡1ηxの〕・
炉一Y・u・
ﾁσ噛1－・1）／（一　　b2∠y∂x）
　となる。
　　　　5．M＝ツ1の場合
　　　　　U＝％。＋y12U2＋bli4U、，τノ＝ツ、Vl＋ツ、3V3＋y15V，5，
　　　　　P＝ツ、『P2＋ッ、『か4＋ッ、『カ6，μ、＝μ、・＋ツ12μ、2＋ツ、4μ14
　　　　　　＋ツ16μ、6．ρb／ρ＝1＋ツ、2r2＋yi4r4，
　　　　　T一瓢x一慕／y
　　　としY17の大さを省略すれば
　　　　　　　　　　　∂Vl　＿∂oro　　　　　　　　　　　　　　　　　ηX／yi，　　　　　　　　　　　　　「y　　　　　　　　　　　∂η　　　　∂η
　　　蕩（　　　∂UoPtO∂η）一一R・汐物励（T＋Uox）樋L
　　　需一（・1・券・・物旬一＋跨寄・x・・，）／
　　　　　　　　　∂Ul　　　　　　　　　　　｛吻（T十UoX）／ツ1－v1｝，（Ry1夕）十・
　　　　　　　　　∂η
　　　　　　　　　　　舞一ラ寄・砺・
　　　　毒（　　∂Ueμ12．∂η一）一一唖レ｛寄・（T＋u・x）
　　　　　・疇・x｝／・一（・・寄…％h°）］／ラ
　　　　　ー（塾筈・x）〕一〔・1・降
　　　　　・y・｛箒゜η・X・＋舞・（X・一艦）｝／・12］
　　　　　・鵬・寄・・x・／bl・・
　　　　　・顎寄一夕鴛一祠〕，
　　　　筈一〔…［y・｛誓景・・X・＋究1η（X・－7K）｝／・・2
　　　　　・券］＋μ12券・・（∂μ1・∂”・＋∂μ12∂”・∂η　　∂η　　　∂η　　∂η）
　　　　　・y｛∂蕩゜（霧一鵡・xの
　　　　　・雛謝祠／師・鵬券・（T＋・’・x）
　　　　　…需・・｝／・・－Q．（てノIV3∂η）：
　　　　鴛一聯・x・寄・（・＋・・x）｝μ一聯・
　　　　毒（　　　∂Uoμ14∂η）一一姉レ｛留・（・＋・・x）
　　　　　・（・・寄・磯）・X｝／Yl－（・1寄…寄
　　　　　・鴫）］／y－（響・鶉・x）〕
　　　　　　一〔μ1・［襟・ヲ｛雑x・
（4）
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・寄・（X2＿∂X　　　　∂x）｝μ2］・…［誓鍔
・夕・
o雲拳゜η・X・＋鶉゜η（X・一募）｝／・・2］
・2Y・i∂雑2＋∂纏゜）・・X・／0V12
・寄（物一跨・恥・）
・謝寄一鴫・x…）〕・
r2－一・1…
?obl・（T＋・・X）／・・一・1｝／（鞭）
需〔・1・国券・・X・＋幕・（X・一箒）｝／・・2
・箒］・・12国券一η・X・
・需一η（X2＿∂X　　　　∂x）｝／・・2＋券］＋μ14券
・・掾K・鶉5＋∂蕩2簿＋∂鵠号1）
・・｛∂湯゜（誘除一ラ需一祠
・寄．（筈鵬Lηxの
＋∂窒S寄｝・X／bl，〕／細
・・｛寄一η伽・X）・（・・寄一＋・・究’）・X｝／
・一∂（ﾕ鯉一・鋤一・・＠，Pdi・
畜［・・筈｛動（T＋・・X・砂一・1｝］
一一・卿1需働（・＋・・X）1・，一司
一μ1・
M篶｛｛y・（・＋・・X）／y・一・・｝］・
畜（　　　∂Uoμ16∂η）一一RN・［・・｛y∂（腎4）・X…
一磯…寄）｝／ラー襟一P・讐
一（驚・鵡）・X］一〔・i・Y・降η2×2
・寄・（X・－ft）｝／・・2＋・12［誓蓑
・ラ・
o券・・X・＋寄・（X2＿∂X　　　　∂x）｝／・・2］
・・1・m券・ラ・｛券・・X・＋霧・・
（X・一淵／司・欲鴇囎
＋∂№Q寄＋∂揚4）・・X・／Y12
一ラ∂煤K需・X／・r・＋顎」誇・一弓穿・X／・・）
・偽騰一鵬1η勾・・）〕
…〔・1〔・・［・｛筈伽・X・…寄X｝／・・
　　一磯・鵡）］…篶｛η夕（T十UoX）／Yi
－・1｝〕／夕・・考穿・レ〔［｛μ1・偽＋鵠）
　　・畜（…謝・＋…鴇2｝伽・X）
　　・（…留・2《禦）驚・X］・X
　　－・…＋…）筈・（ZTI…幕）〕／・12
　　－y［｛μ1・毒磯）・畜（・・…需）｝・
　　・（…＋…）鵡］列／（・y・）1／籍
となる。
6．M＝ッ11’2の場合
　　U＝U・＋ツ、2U2＋ツ、4U4＋ツ、5US．
　　V＝ツ、V、＋ツ、3V3＋ッ、4V4＋y15VS＋or16V6，
　　P＝y、『P2＋ッ、『P4＋ッ、『P5＋ッ舩，
　　μ、＝μ1・＋ツ、2μ、2＋ツ、3μ、3＋ツ、4μ、、＋Or15μIS＋ツ、6μ、6，
　　μ2＝μ2・＋ツ、2μ22，ρb／ρ＝1＋ツ17’、＋yi3r3＋ツ14r4
とすれば同様にして
　　　　　　　　　∂Vl　＿∂Uo　　　　　　　　　　　　　　　rpX／y，，　　　　　　　　　　　＝ツ　　　　　　　　　∂η　　　　∂η
毒（　　∂Ueμ10∂η）一一1・寄｛y・・T＋・・X・／y・一・1｝・
　　　　篶一（…券’＋・鵠鵬1
　　　　　・y∂蕩゜留・XI・・）／・畑
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となる。
UあるいはVが与えられるときは上の微分方程式に
よりvあるいはup，μ1，μ2を求めることが出来る。
その詳細にっいては次報で報告する。
　7．結果の考察
　上に得られた結果および過去に出された報告から次
のような事柄が分る。
　1．MSy，2の場合には圧縮性の影響を考える必要
がない。M＝y13’2の場合にはyiの大さで，　M＝Ylの
場合にはッ、2の大さで，M＝or11’2の場合にはy、の大
さで圧縮性の影響が表われる。
　2．この圧縮性の影響によりM＝Ylの場合には境
界層の厚さは時間的に変化するようになる。M≦y、2
の場合には境界層の厚さの変動を起す原動力がない。
M＝y13’2の場合およびその附近では単に圧縮されるだ
けで境界層の厚さの変動の原動力とならない場合と圧
縮が変動の原動力となる場合とが考えられる。故に
M＝y、の場合流は乱流となり，M≦Yl2の場合には層
流である。Y12＜M〈s，、の範囲は不安定領域と考える
べきであることが推測出来る。
　3．第2粘性係数については今までなにか不分明の
ものがあつたが上の式でその意義が明かになりその決
定法が得られた。
　4．応力と歪率との関係の一般化によつて得られる
μ1。の値は明治大学科学技術研究所紀要3）の中に与え
られている。その結果によればニユートソ流体の場合
のように境界層内全部にわたりμ1＝1と見敏すのは無
理であることを示している。近似的にμ1＝1と置き得
るのはM≦Y12の場合，即ち物体の運動速度が非常に
小さいときで境界層の約1／2の範囲に限られる。テイ
ラーの回転同心円柱内の流の場合もこの中に含まれる
ものと考えてよい。
　5．μ1＝μ2＝0の場合即ち理想流体の流の物体表面
における流を粘性流体の境界層撹界上の第1近似の流
にとる。これから多項式近似による境界層の速度分布
の第1近似を求める。これを利用してv，μ1。を求め
る。
　次に暁界層外の流に対する第1次近似としてはv、
を1／ηの関数として与えこれからUo．μ10，　p2を求める。
　これらの値を利用して境界層の境界上におけるベル
ヌーイの方程式からu2を求める。
　上に与えられた方程式を利用して以下同様のことを
繰返せば高次の近似値およびρb／ρの値を求めること
が出来る。
　　　　　　（昭和39年11月30日受理）
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